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3.1 前提となる確率空間
本稿 の 設定す る標本空間flは空で ない 有限集合 で あり､ 0 は相 異なる
n 個 の 要素を持 つ o
n - (wl, - , Wi, - , un) [1≦ n < ＋ ∞]
n を台 とす る確率事象空 間 M - (∩,B)と確率空間 Mp - (0,B,P)に対 し
B - (MIM ⊂ n), Vw ∈ 0:P(”)> 0
と定め る｡ 必要 に応 じて増大情報系 A - (AtlT= o を設定 し､
(0) 【t: 非負整数】&[1≦ T < ＋ ∞]で ある .
(1)∀t(0≦舌≦ T): At は標本空間 n の 直和分割 で ある .
(2) 【Ao - (0)]&[JLT - ((ullw ∈ n)]で ある .
(3)∀t(1 ≦t≦ T): 直和分割 A舌 は直和分割 A ト 1 の 細分 で ある .
と俊定す るo 増大情報系 A の設定された確率事象空間3V[や確率空間 Mp
は次 の ように表記 [適 宜､ 略記も] され る｡
M - (∩,B;A -(At)t
T
=o), Mp - (t2,B,P;JL-(AL)t
T
= .)
確率事象空 間3vt - (∩,B;JL-(At)T= o)にお い て ､ 確率変数 X が 下記 の
∀D ∈ At : 確率変数 X はD にお い て 定値
[∃定数 ∀u ∈ D : X(”) - 定数]
条件を充たす ならば､ 確率変数 X は At 可測で あるとい う｡ そ して ､ 確率
過程 X - (Xt)T=. が
∀t(0≦舌≦ T): 確率変数 Xt は At 可測 で ある .
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を充た すならば､ I - (Xt)T= o は A - (A舌)F= o に適合する(JL適合)と
い い ､
∀i(1≦t≦ T): 確率変数 Xt はJLト 1 可測で ある ･
を充たすならば､ I - (Xt)T= o は A - (jLま)T= . に関 して 可 予測で あると
い う｡
確率事象空間 M - (∩,B;A -(At)T= o)にお ける A - (A七)T= o 適合な任
意 の確 率過程 X - (XilT= o が ､ 確率測度3'で
∀t(1≦t≦ T): Ep[XtlAt 1 1] - Xt - 1
を充たすならば､ 確率過程 X - (Ft旺o は確率測度 P に関 して マ ル チ ン
ゲ ー ル で あるとい う｡
3.2 確率変数の 内積空間
Propo sitio n 3.2.1
確率空間 Mp - (0,B,P;A)にお い て確率変数の 全体は線型空間を成すo
D e丘nitio n3.2.1
確率空間 Mp - (∩,B,P;A)にお い て ､ 確率変数 の全体か ら成る線型空間
を Mp 上 の線型空間と呼び ､ 記号 VM で表記する｡
Pr opo sitio n 3.2.2
Mp - (0,B,P;A)上 の 線型空間 VM にお い て 下記 の(1)-(4)が成り立 つ .
(1)VX ∈ VM :Ep[X ･ X]≧0
(2)VX ∈ VM :Ep[X ･ X] - 0 与 X - 0
(3)VX∀Y ∈ VM :Ep[X I Y] - E3,[Y ･ X]
(4)∀X ∀y ∀Z ∈ VM : Ep[(aX ＋b Y)I Z] - aEp[X ･ Z]＋b Ep[Y ･ Z]
ただ し ､ a ,b は任意 の 実数(∀a∀b∈ R)で ある o
Propo sitio n3.2･3
確率空間 Mク エ (∩,B,P;A)上 の 線型空間VM に対 し､ 次式で 定義され る
(X,Y) - Ep[X ･ Y] (∀X∀Y ∈ VM)
(X,Y)を線型空間 V3y[ の 内積と い う｡
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Le m m a 3.2 A.1
確率空間 M9, - (∩,B,3';JL-‡AtlF= o)にお い て ､ A舌 可測 な確率変数 の 全体
は線型空間 V3vfの 部分線型空間をなす.
D e丘nitio n 3.2.2
Mワ ニ (∩,B ,P;A)上 の線型空間 VM に対 し ､ At 可測な確率変数 の全体か
ら成る部分線型空間 をV3y[Ai]と表記する.
Le m m a 3.2 A.2
条件付期待値 E3'[XIA士】(V X∈ VM)は At可測 な確率変数 で あるo
vx ∈ VM : Ep[XIA七] ∈ VM[A七]
Propositio n3.2.4
x - Ep[XIA七](∀X ∈ V3W)は部分線型空間 VM[At]と直交す るo
∀x∀y ∈ v3y[ : Y ∈ VM[At] 1 Y ⊥(X - E9,[XIAt])
Propositio n 3.2･5
恥 - (∩,B ,P;A -(A七)T= .)上の VM にお い て 下記 の(1)-(4)が成り 立 つ o
(1)∀X ∈ VM : Ep[X ･ X)A七]≧ 0
(2)∀X ∈ VM ‥ Ep[X ･ XIAt] - 0 ±; X - 0
(3)∀X W ∈ VM : ET[X ･ YIAt] - 耳p[Y ･ XIAt]
(4)∀X∀y∀Z ∈ VM : Ep[(aX ＋ bY)･ ZIAt]
- aEp[X ･ ZIAt]＋bE9,[Y ･ ZIAt】
ただ し､ 舌は非負整数(0
'
≦t≦ T)､ a, は 任意の 実数(∀a∀b ∈ R)であるo
D efinitio n 3.2.3
確率空間 M3, - (0,B,P;A -(At)T= o)上の線型空間 VM に対 し､
(x ,yIAt) - Ep[X ･ YIAi] (∀X V Y∈ V3yh O≦t≦ T)
で 定義された(X ,Y[Jlt)をVM にお ける At付 の 内積確率変数 と い うo
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De丘ni七io n 3.2.4
Mp - (0,B,P;A -(At)T=.)上 の線型空間VM で ､ 任意の 2要素 X と Y に
対 し､ (X ,YIA王) - 0 が成り立 つ ならば､ X と Y は互 い にJLt 付直交す
ると い い 記号 X T Y で表記する.
Pr opositio n 3.2.6
x - E5,[XIAt](∀X ∈ VM)は部分線型空間 VM[At]と At付直交する o
∀x∀y ∈ vM : Y ∈ VM[At] 1 Y T(X - Ep[XIAt])
【pro of] Ep[ZIAt]- Ep[Ep[ZIAt]IA七] (∀Z ∈ V3V()に注意する o
Ep[(X - Ep[XIAt])･ YIAt]
- Ep[X ･ Y - Y ･(Ep[X[At])tJlt]
- Eg,[X ･ Y - Ep[X ･ YIAt]lA毛]
- Ep[X ･ YIAtト E3,[Ep[X ･ YIAt]lAt]]
- Ep[X ･ Y[A王ト Ep[X ･ YIAt]
= O
Le m m a3.2.1.1
叫p - (∩,B,P;A -(At)F=.)上 の 線型空間V3# にお い て ､ 次式が成り立 つ o
∀x v y∈ VM : (X ,Y) - Ep[(X ,YIAi)]
た だ し､ iは非負整数(0≦t≦T)で ある｡
Theor e m 3.2.1
”? - (f7,B,P;A -(Af)T= .)上 の線型空間 VM にお い て ､ 次式が成り立 つ o
す なわち ､ X と Y が At付直交 T すれば ､ X と Y は直交 ⊥ して い る .
∀x∀y ∈ VM : (X ,YIAt) - 0 → (X ,Y) - 0
た だし､ 舌は非負整数(0≦t≦T)で ある｡
【Re m a rk] 命題3･2･4は命題3･2･6 と定理3･2･1か らも導けるo
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3.3 マ ル チ ンゲ ー ル の 内積空間
Pr oposition 3.3.1
増大情報系 A - (AilT= o の設定された確率事象空間 M - (∩,B;A)で ､ 確
率測度 P に関する マ ル チ ンゲ ー ル X - (Xt)T= . の 全体 は線型空間を成すo
D e点ni七ion 3.3.1
確率事象空間 M - (0,B;JL-(JL舌IT= o)にお い て ､ 確率測度 P に関す る マ ル
チ ン ゲ ー ル の全体 から成 る線型空 間を M 上の P マ ル チ ン ゲ ー ル 線型空間
と呼び ､ 記号 W M[3']で表記す る｡
D e丘nitio n 3.3.2
” - (n,B;A)上 の P マ ル チ ン ゲ ー ル 線型空間 W3vt[P]に対 して ､
(I,匂)- Ep恒xt ･ yt](∀x -(xt)T= o∀習-(Yt)T= o ∈ w3y[g'])
で 定義され る(I,習)を線型空間 W M[P]の 内積 と い う.
Propo sitio n 3.3.2
線型空 間 W3yC[P]の 内積(I,ち)に対 し て 下記 の(1)-(4)が成り立 つ .
(1)∀X ∈ W M[P]:(I,I)≧0
(2)∀X ∈ W3Y[?]:(I,I) - 0 ±言 X - 0
(3)∀∬㈹ ∈ W M[?]:(I,召) - (甘,I)
(4)∀エ∀匂∀之 ∈ W3y[P]:((aX ＋ 昭),之) - a(I,21)＋b(ち,21)
ただ し､ a,bは任意 の 実数(∀a∀b∈ R)で ある .
Proposition 3.3.3
” - (n,B;A)上の P マ ル チ ン ゲ ー ル線型空間 W M[?】にお い て ､ 2?の
任意 の 要素 X - (Xt)T=o,甘 - (‰)iT= . ∈ w M[P]8こ対 し ､ 下記の 2条件を
(1)(I, 郎 は A - (Atlt
T
= o に関 して 可 予測 で ある,
(2)X ･習 - (X淵) - (Xt ･ Yi - (X淵)舌)t
T
=o ∈ w M[P]
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充足 する確率過程(I,那 - ((I, 恥‡T=o は
f
(I, 恥 - (X潮 o ＋ ∑Ep[(Xs ･ Ys - Xs - 1 ･ Y8 - 川 h s - 1】
β= =1
で 与えられ る ｡ た だ し ､ (I,即o は Ao 可測な確率変数 ､ すなわち定値 の
確率変数 で ある｡
D e丘ni七io n 3.3.3
” - (∩,B;A -(A舌)T= o)上 の P マ ル チ ン ゲ ー ル線型空間 W M[P]に対 し ､
(I,郎t -〈冨芸YoI
Ao][舌 - 0 の 場合 ､ 1≦舌≦ T の場合は下段]
y.IAo]＋ ∑
i
8 = 1 Ep[(Xs ･ Ys - Xs _ 1 ･ Ys - 1)トAG - 1】
で定義され る確率過程(X乃)- ((I,恥ItT= o を線型空間 W M[P]の 内積
確率過程と い う｡
P r opo sitio n 3.3.4
” - (∩,B;A -(A七)T= .)上 の ? マ ル チ ン ゲ ー ル 線型空間 W3y[?]にお ける
内積確率過程(I,那 - ((I , 恥)T= o は増大情報系 A - (AtliT= . に 関 し
て 可 予測 で ある ｡
∀XV甘∈ W M[P]∀t(1 ≦舌≦ T):(I, 恥 ∈ V3vt[At- 1]
Propo sitio n 3.3.5
WM[P]の(I,那 - ‡(I, 恥IT= o で ､ (I,郎oは定借 の 確率変数 で ある o
∀x - (xt)F= o∀習 - (Yt)T= o ∈ W3Vt[P]‥(I,習)o ∈ VM[Jlo]
3.4 内積確率過程と直交性
propo sitio n 3.A一l
P マ ル チ ン ゲ ー ル線型空間 WM[P]にお い て 次式が嘩り 立 つ ｡
∀x - (xt)T= o∀甘 - (Yt)T= o ∈ W M[P]Vt(1≦i≦ T):
(I, 恥 - (I, 恥 - 1 - E9,[Xt ･ YtIAt- 1ト XL- 1 ･ Yt - 1
Propo sitio n 3.4.2
P マ ル チ ン ゲ ー ル 線型空間 W M[P]にお い て 次式が成り立 つ ｡
∀x v匂 : I,甘 ∈ W M[P] 1 (X ･匂 - (I,那)∈ WM[P]
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【Pro of] Ep[Xi ･ Yt - (I, 恥IJlト 1]
- Ep[Xt ･ YtfA ト 1ト(I, 恥
- Ep[Xt ･ YJA ト 1] - Xt - 1 ･ Yt - 1 ＋ Xi - 1 ･ Yt - 1 - (I ,即七
- (I,郎i - (I,郎 ト 1 ＋ Xt _ 1 ･ Yt - 1 - (I , 恥
- Xt - 1 ･ Yt - 1 - (I,即 ト 1
Pr opo sitio n3.4.3
P マ ル チ ン ゲ ー ル線型 空間 W3Y[P]にお い て 次式が成 り立 っ .
∀x - (xi)T= .Ⅵ才 - (Yt)T= . ∈ w M[P]:
[X ･ 習 ∈ W M[P]]与 [Vt(1≦t≦ T):(I,郎七 - (I,郎o]
Corollary 3.4.3.1
P マ ル チ ン ゲ ー ル 線型 空間 W3y[P]にお い て 次式が成 り立 っ .
[(xo ･ yo - o)&(x ･召 ∈ W M[P]) i;[(I,m:零値 の 確率過程]
【Re m ark] ((I,ち)i)tT= oが零値 与[Vt(0≦t≦ T):(I, 恥 が零値】
Proposi七iop 3.4.4
∀X - (Xtli
T
= o∀甘 - (Yt)T= o ∈ W3Vt[P]に対 して 次式が成 り立 つ o
∀t(0≦f≦ T):(Xt ,YJ - Ep[Xt ･ YJ - E3,[(I,郎士】
Corollary 3.4.4.1
∀X - (Xt)T= o∀甘 - (Yt)T= o ∈ W3V([P]に対 して 次式が成り 立 つ .
Vt(0≦t≦ T): (I,即七 - 0 1 (Xt,YJ - 0
Propo sitio n 3.4.5
∀X - (Xt)T= o∀習 - (Yt)T= o ∈ W3y[P]に対 して 次式が成り 立 つ o
[(I,習) - 0] 1 [Vi(0≦t≦ T): Ep[Xt ･ Yt] - 0]
Propo sitio n3.4.6
? マ ル チ ン ゲ ー ル 線型空間 W M[?]にお い て 次式が成 り立 つ ｡
∀X∀甘IE W M[3)] : (I,那 - 0 1 (I,甘) - 0
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Le m ma 3 A.7.1
∀x - (xi‡T= o∀召 - (Yt‡T= o ∈ W3vt[P]に対 して 次式が成り立 つ ｡
Yt _ 1 ･ Ep[Xt - Xi _ 1IA ト 1】 - Xi - 1 ･ Ep[Yt - Yt - 1]A ト 1] - 0
Pr opositio n 3.4.7
∀x - (xt)T= o∀習 - (Yt)T= o ∈ W M[P]に対 して 次式が成り 立 つ o
卑p[YL _ 1 ･(Xt - Xt _ 1)＋ Xt1 1 I(Yt - Yt - 1)1A ト 1]- 0
P r opositio n 3.4.8
∀x - (xi)T= ｡∀甘 - (Y)iT= o ∈ w3vt[P]に対 して 次式が成り立 つ o
Xt ･ YL - Xt _ 1 ･ Yt _ 1
- (Xi - Xi - 1)･(Yt - Yt - 1)
＋[yt _ 1 ･(Xt - Xt _ 1)＋ XL - 1 ･(Yt - Yt - 1)]
Propositio n 3.4.9
∀x - (xi)T= .∀習 - (Yi‡T= ｡ ∈ W M[P=こ対 して 次式が成り立 つ .
七
(I, 恥 - Ep[Xo･ YoIAo]＋∑Ep[(Xt - Xt - 1)･(Yt - Yt - 1)lAs - 1】
β= :1
た だ し ､ tは有限の 正整数(1≦舌≦ T)である｡
Propo sitio n 3.4.10
w M[P]の 内横確率過程(I,召)に対 して 下記 の(1)-(4)が成 り立 つ ｡
(1)∀X ∈ W M[P]:(I,I)≧0
(2)∀X ∈ W3y[P]:(I,I) - 0 ±享 X - 0
(3)∀XV甘∈ W3y[3']:(I,那 - (甘,I)
(4)∀エ∀附之 ∈ WM[P]:((aX＋ 哨),之) - a(I ,之)＋b(臥 之)
ただ し､ a,bは任意の 実数(∀a∀b∈ R)で ある o
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3.5 ノ ルム確率過程の展開
De丘ni七io n 3.5.1
” - (∩,B;A -(Af‡T= o)上 の ? マ ル チ ンゲ ー ル線型空間 W3y[P]に対 し ､
(I)- (I,I) - ((I,I)i)F= . - ((I)i)F= .
で定義され る確率過程(I)を W M[P]8こお ける Xの ノ ル ム確率過程 とい う.
Propositio n 3.5.1
W M[P]にお ける(I)- ((I)舌)T= o に対 して 次式が成 り立 つ .
(I)i -i
E9,[Xo
2
lAo] (i - 0)
Ep[X.2ljL.]＋ ∑
i
s = 1 Ep[(Xs - X8 - 1)
2
lA8 - 1] (l≦t≦T)
Propositio n 3.5.2
WM[P]の ノ ル ム確 率過程(I)に対 して 下記 の(1)-(4)が成り 立 つ .
(1)∀X ∈ W M[P]:(I)≧ 0
(2)∀X ∈ W M[P]:(I) - 0 与 X - 0
(3)∀X ∈ W3Vt[P]:(aX) - a
2(I)
(4)∀エ∀甘 ∈ W3vt[P]:(X＋ 即 ≦(I)＋(習)■
ただ し ､ a は任意 の 実数(∀a ∈ R) であるo
Propo sitio n 3.5.3
w M[P]の ノ ル ム 確率過程(I) - ((I)i)F= o に対 して 次式が成り 立 つ .
∀i(1≦t≦ T) : (I)ト 1 ≦ (I)舌
すなわ ち､ ノ ル ム 確率過程(I)は増加確率過程 で ある .
P ropo sitio n 3.5.4
P マ ル チ ン ゲ ー ル 線型空間 W M[P]にお い て ､ 内積確 率過程(I,習)と ノ
ル ム 確率過程(I)は次 の 関係 を持 つ o
･ xv甘 ∈ W M[P]: (I,匂) -去((x･ m - (I - ･m )
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Propositio n 3.5.5
∀X - (Xt)T= . ∈ W M[P]に対 して 次式が成り立 つ o (1≦t≦T)
Ep[(Xt - Xi _ 1)
2
IA ト 1] - 0 ヒ; [Xi - Xt _ 1】
Co r olla ry 3.5.5.1
∀X - (Xt)tT= . ∀甘 - (Yt)tT=o ∈ w M[P]に対 して 次式が成り立 つ .
Ep[(Xt - Xt _ 1)
2
lAt_ 1】- 0 ぅ Ep[(Xt - Xi _ 1)I(Yt - Yt _ 1)lA ト 1】- 0
De丘ni七io n 3.5.2
∀X - (Xt‡T= o ∀甘 - (Yt)T= o ∈ W M[P]に対 し､ 次式(1≦舌≦ T)と
Pt =∫
Ep[(Xt - Xt _ 1)･(Yt - Yt _ 1)JAt_ 1〕
Eg,[(Xt - Xt _ 1)2IA ト 1】
定借確率変数1
(Xt≠ Xt _ 1)
(Xt - Xt_ 1)
ilo - 1(定借確率変数)で ､ 確率過程 p - (Fit)T= o を定義する o
Propo sitio n 3.5.6
” - (∩,B;A -(At‡tT= o)上の P マ ル チ ン ゲ ー ル線型空間 W3y[ 叩こお い て ､
∀x - (xt‡T= o∀習 - (YtltT= o ∈ w M[P]で定義され る確率過程Jl - ‡iLtlT= o
は A 可予測 で あるo
[po ∈ vM[Ao] &[vi(1 ≦f≦ T): Fh ∈ VM[At- 1】]
Le m ma 3.5.7.1
∀X - (XtlT= o∀召 - (YtlT= o ∈ W M[?]で次式(1≦t≦T)が成り立 つ ｡
Ep[(Xt - Xt _ 1)･(Yt - Yt _ 1)tA ト 1】 - FLt ･ E9,[(Xt - Xt - 1)
2
lA ト 1]
Le m m a 3.5.7.2
W M[P]の ノ ル ム 確率過程(I)- ((I)i)T= o に対 して 次式が成り立 つ .
∀t(1≦i≦ T):(I)i - (I)i_ 1 - Ep[(Xt - Xt _ 1)
2
lA ト 1】
Pr opo sition 3.5.7
線型空間 WLt[叩こお い て 内積確率過痩(I,ち) - ((I , 恥IF=o とノ ル ム
確率過程(I)- ((I)i)T=o は次 の 関係を持 つ o
t
vt(1≦舌≦ T):(I, 帆 - (I,mo ＋ ∑[ps ･(くX)s 一号x)a - 1)]
β= 1
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Propositio n3･5･8
増大情報系 A - (At‡T= . の 設定された 確率事象空間 M - (0,B;A)にお
い て ､ JL適合な確率過程 X - (Xt‡tT= o の全体 は線型空間を形成す るo
Propositio n 3･5･9
増大情報系 A - (JLtlT= . の 設定され た確率事象空間 M - (∩,B;A)にお
い て ､ jL可予測 な確率過程匂 - (Yt)T= . の 全体も線型空間を形成する o
D e丘ni七io n 3.5.3
確率事象空間3y[ - (n,B;JL)にお い て ､ JL適合 な確率過程 の 全体から成る
線型空間を uM と表記 し ､ A 可 予測 な確率過程の 全体か ら成 る線型空間
を RM と表記す る｡
Pr opo sitio n 3･5･1 0
A 可予測な確率過程 の線型空間況M は線型空間uM の 部分線型空間であるo
Pr opositio n 3･5･1 1
? マ ル チ ン ゲ ー ル線型空間 WM[抑ま線型空間 uM の 部分線型空間であるo
D e丘nitio n3.5.4
2 つ の任意 の確率過程 α - (αt)t
T
= o ∈ uM と 之
- (Zt)T= o ∈ u M に対 し
･"o5t≦ T):f
七
αsdZs -妻[αs ･(z?- zsJ]
で(士 - 0の場合 は両辺 0)I.
i
α sdZs を定め ､ これを α の 之による(ほ で の)
確率積分と い う｡
T b(∋o re m 3.5.1
線型空間 W M[P=こお い て 内積確率過程(X 潮
- ((I,ち)i)T- o とノ ル ム
確率過程くX) - ((I)i)T= . は次の 関係 を持 つ o
∀エ∀甘∈ W M[P]∃!α ∈況M :(I, 恥 - (X乃)o ＋f
t
α βd(∝)β
3.6 確率積分と生成空間
Definitio n 3.6.1
2 つ の任意の α - (αtlT= ., 之 - (Z{lt
T
= o ∈ uM に対 しIαd之 を
/αdz-((/αdz)t〉:=. -〈L
t
αsdZs):=o
48
と定め ､ これ を確率過程 α の 確率過程 之 によ る確率積分過程と い うo
Pr opo sitio n 3･6.1
α ∈ u M の X ∈ W M[P]に よる確率積分過程 にお い て 次式が成り立 つ .
∀α ∈ u3v[∀X ∈ W3vt[g'] : α ∈ R3y[ 1(/αdX)∈ WM[P]
De丘nitio n 3.6.2
α ∈ uM の X ∈ W M[P]によ る確率積分過程で ､ 特に α ∈ 況3vt の 場合
/αdz -〈(fαdX)i);=. [α ∈ RM ]
を伊藤積分過程と い い ､ そ して確率積分(JαdX)t を伊藤積分と い うo
D e丘nitio n 3.6.3
任意 の マ ル チ ン ゲ ー ル X ∈ W3y[P=こ対 して LM[X]を次式 で定め ､ こ れ
を X の 生成す る (X の 張る) 部分空間と い う.
∀X ∈ W M[P]: LM[X] -〈JαdX(∈ W M[P]) ･ ∈ RM)
Propo sitio n 3.6･2
任意 の X ∈ W M[?]に対 して ､ LM[X]tま W M[P]の部分線型空間で あるo
Propo sitio n 3.6.3
任意の X ∈ WM[P]に対 して ､ 線型空間 LM[X]tまX自身 を含ん で い るo
Le m ma 3.6 A.1
内積確率過程(I,那 - ((I ,恥)t
T
= . に対 して 次式が成り立 つ .
∀Ⅹ∀習 ∈ W3vt[P]∀α ∈ u3y[ :
L
t
α sd(I,”s -*as ･((X m s - ,s - 1)]
Pr opositio n 3.6.4
内積確率過程(I,別 に対 して 次式が成り 立 つ ｡
∀X V甘 ∈ W3y[P]∀亡VTl∈ 況3vt :
/(E･ n)a(I,” -(/亡dX,/りヂ匂)
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Co r olla ry 3.6.4.1
内積確率過程(I,別 に対 して 次式が成り立 つ ｡
･ xvg ∈ w M[P]∀α ∈ RM :(/αdX”)-/αd(I,”
Propo sitio n 3.6.5
内積確率過程(I,別 に対 して 次式が成 り立 つ ｡
∀エ∀甘 ∈ W3yt[P]∀α ∈ R3y[ :(X乃)- 0 ぅ(/αdX”)- 0
Propositio n 3.6.6
任意 の マ ル チ ン ゲ ー ル 甘 ∈ W3y[P]に対 して 次式が成 り立 っ o
∀エ∀習 ∈ W M[P] : 甘 T X → 甘T LM[X]
ただ し ､ X ∈ W3y([P]は任意 に定めて お く.
Propositio n 3.6.7
内積確率過程(I,那 - ((I, 帆)T= . と ノ ル ム 確率過程(I) - ((I)i)T= o
との 間には次 の 関係 が成り立 っ ｡
∀X∀g∈ W M[P]]!p∈RM : (I,那 - (I,甘)o ＋/FLd(I)
Co rolla ry 3.6.7.1
内積確率過程(I,ち) - ((I, 恥)T= o と ノ ル ム確率過程(I)- ((I)i)iT= .
と の 間に は次の 関係 が成り立 つ ｡
∀エ∀甘(- (Yt)t
T
= .)∈ w^ t[p]j!FL∈況M :(I,甘 … Y.) -/pd(I)
Propositio n 3.6.8
任意 の マ ル チ ンゲ ー ル 習(- (Yt)i
T
=o)∈ w3Vf[P]に対 し て 次式が成 り立 っ .
･ 貼 W - α ∈ RM :(( - o)Jαd X, エ)- 0
ただ し ､ X ∈ W M[P]は任意 に定 めて おく.
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【Pr oof] ∀習 ∈ W M【?】]!α ∈ 私モ :(習 - Yo,I) - fαd(I)で あるか ら
(( - o) -/α -)- ((- o),I) -(Jα -)- o
T he o r e m3.6.1
任意 の マ ル チ ン ゲ ー ル 召(- (Yt)T= o)∈ W M[P]に対 して次式が成り立 っ .
･甘 ∈ W M[P]∃!α - :(( - o) -/αdX)T LM[X]
ただ し､ X ∈ WM[P]は任意 に定めて おく.
3.ア マ ル テ ンゲ ー ル表現定理
Le m ma 3.7.1.1
確率事象空間 M - (∩,B;A)で ､ 増大情報系A - (At)F= o に適合する確率
過程21 - (Zt‡T= o の 全体か ら成 る線型空間 uM は有限次元 で ある.
Pr opo sitio n 3.7.1
増大情報系JL - (JLt)t
T
=o
の 設定された確率事象空間3Y[ - (n,B;JL)で ､ 確
率測度 P に関する マ ル チ ン ゲ ー ル X - (Xt)T= o の全体か ら成る線型空間
W3y[P]は有限次元 で ある.
[Pro of] W M[P]は有限次元線型空間u3vt の 部分線型空間で あるo
D e丘nitio n3.7.1
任意 の マ ルチ ン ゲ ー ル X ∈ W3y[ 叩こ対 して LM[X]T を次式で定 め､ これ
を L3y[X]の T 直交空間と い う.
∀x ∈ w M[P] : LM[X]
T
- (習(∈ W3W[P])l習T LM[X])
Propo sitio n3.7.2
P マ ル チ ン ゲ ー ル線型空間 W M[P]にお い て 次式が成り立 つ .
∀x v習(- (Yt)T= o)]!9∃!光∈ W M[P] :
((習 - Yo) - 9＋3{)&(9∈ LM[X])&(Jte LM[X]T)
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T he ore m 3.7.1
空 で ない P マ ル チ ン ゲ ー ル 線型空間 W M[?]に対 して 正 の 整数 m が
一 意
に定まり ､ 次式が なりた つ ｡
ヨXl - ∃X- ∈ W M[P]:(∀iVj(1≦豆≦jS -)‥iij - XiT Xj)&
(v - M[ 叩!91 ∈ LM[Xlト ∃!9- ∈LM[X-i:( - o)- 91＋ ･ ･ ･ ･9-)
[pr o of] 線型空間 W M[P]の 次元数 に関する帰納法 で証明す れ ばよ い o
･Re - -k,(ヨ.･S E(J 叫 α ∈ RM) ～(∃!α E RM :9 - IαdX)
Definitio n 3.7.2
p マ ル チ ン ゲ - ル 線型空間 W M[P]に対 し ､ ある正 の 整数 m が 定ま り次
式が 成り 立 つ ならば､
･xl - ∃X- ∈ W M[P,:(∀iVj(1≦豆≦j ≦-):i≠j - XiT Xj)&
(∀ - M[P]j!91 eLM[Xl,- ･ ∃!9- e LM[X-,:( - o,- 91＋ - ＋9-)
集合(Xl, - , Xm)を線型空間 W M[3
']の マ ル チ ン ゲ ー ル 直交基底というo
P ropo sitio n 3･7･3
空で ない P マ ル チ ンゲ ー ル線型空間 W M[P]は マ ル チ ン ゲ
ー ル 直交基底をも
っ o そ して ､ W M[P]の 全て の マ ル チ ン ゲ ー ル 直交基底 は要素数(正 の 整数)
が同 一 で ある ｡
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